Séquence 4

Théme de la séquence : Théoreme central limite

@& Objectif

A la fin de cette séquence, vous savez :

comprendre le théoréme central limite ;
approcher une loi binomiale ;

utiliser la loi normale ;

appliquer la correction de continuité.

() — L'essentiel

Theéorie

X et Y sont deux variables aléatoires réelles définies sur un espace probabilisé (2, E, P).
On note E(X), V(X) et o(X) respectivement I'espérance, la variance et |'écart type de X.

DEFINITION

X et Y sont dites indépendantes si, pour tout couple (z;y) de nombres réels :
P(X<zetY <y =PX<z) P <y).

PROPRIETES

E(aX +b)=aE(X)+betV(aX +b) = a’V(X) ol a et b sont des constantes
réelles.

E(X+Y)=EX)+EXY)etE(X-Y)=EX)—E(Y).

Si X et Y sont indépendantes, alors V(X +Y)=V(X -Y) =V(X)+ V(Y).

REMARQUE : D'apres le premier point, on montre que X suit la loi A(u; o) si et seulement
si la variable aléatoire ¥ = Z£ suit la loi A/(0; 1).

THEOREME



Soit (X,,)n>0 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes suivant la
méme loi de probabilité P d'espérance p et d'écart type o.

Pour n € N, posons :

_ >i Xi —np
o\/n

et X la variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite A'(0; 1), alors :

Cy

Pour tout [a; b] C R:

— e 3'dt = P(X € [a; b])
Vor

n—-+00

lim P(C, ¢ [a; b)) :/b

Conséquence pratique

Ainsi, pour n suffisamment grand, la variable aléatoire X2t Xn (

échantillonnale) suit approximativement la loi normale :

)

la moyenne

@ 1. Situation d’introduction

Quand n devient grand :

= les calculs binomiaux deviennent difficiles.

. 2.Cours

2.1 Idée fondamentale

= somme de variables — loi normale

2.2 Théoreme central limite

Xi+--+X,—nu
o\/n

suit :



N(0;1)

2.3 Moyenne

2.4 Approximation binomiale

X ~ B(n;p)

X ~ N (np; \/'np(l —p))

Conditions
np > 15

n(l—p) >15

2.5 Correction de continuité

P(X=k)~P(k—0,5<Y <k+0,5)

s 3. Méthodes

vérifier les conditions
calculer u et o

passer a la loi normale
corriger

utiliser calculatrice

“) 4. Exemple détaille

X ~ B(100;0,5)



Parameétres

Calcul
P(X > 60) ~ P(Y > 59,5)

59,550
=

P ~ 0,029

z 1,9

4. 5. Exercices
Exercice 1

200 pieces
p=0,05

Calculer P(X < 15)

Exercice 2

200 lancers

P(90 < X < 110)

Exercice 3

150 piéces
p=0,1

P(X > 20)

.2 Application professionnelle (BTS)

)
Contexte



production de masse
contrdle qualité
statistiques

@ Exemple
Sur 500 piéces :

(= combien seront défectueuses ?

.1, Point clé

¢ & plus n est grand — meilleure approximation

.
¥ A retenir

TCL = simplification
passer de binomiale a normale
toujours vérifier conditions

toujours corriger



